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Streszczenie: Celem niniejszego artykułu jest porównanie trzech sposobów wyceny asymetrycznych opcji 
potęgowych przy utrzymaniu założeń modelu F. Blacka i M. Scholesa: podejścia martygałowego oraz dwóch 
koncepcji bazujących na transformacie Fouriera (w tym jednej autorskiej). Metodologia przeprowadzonych 
badań polega na porównaniu efektywności obliczeniowej każdego z uwzględnionych podejść. W ramach 
podejmowanych działań analizie poddawana jest szybkość oraz dokładność obliczeniowa opisanych metod 
określenia wartości teoretycznych analizowanego rodzaju instrumentów pochodnych. Na podstawie otrzy-
manych wyników można stwierdzić, że obie koncepcje bazujące na transformacie Fouriera generują ceny 
modelowe wolniej, niż podejście martyngałowe i są obarczone błędem. Pomimo tego, nie można ich uznać 
za jednoznacznie gorsze od podejścia martyngałowego, gdyż jako jedyne stwarzają możliwość wyceny opcji, 
w tym również asymetrycznych opcji potęgowych, w modelach najlepiej odzwierciedlających rzeczywiste 
funkcjonowanie rynków finansowych, tj. modelach stochastycznej zmienności. Za największą wartość do-
daną przedkładanego opracowania należy uznać możliwość aplikacji autorskiej metody bazującej na trans-
formacie Fouriera do wyceny asymetrycznych opcji potęgowych oraz analizę jej szybkości i dokładności 
obliczeniowej.
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Wprowadzenie 

Opcje potęgowe są egzotycznymi instrumentami finansowymi, których funkcje wypłaty 
mają charakter nieliniowy i zależą od zwielokrotnionej ceny aktywa bazowego. Taka cecha 
analizowanych kontraktów ma dwie istotne implikacje dla uczestników rynku finansowego. 
Po pierwsze, kupujący i sprzedający prawa pochodne do aktywów bazowych mają większą 
elastyczność w kształtowaniu ryzyka, na które są wystawieni lub przed którym się zabez-
pieczają (w szczególnym przypadku strony transakcji mogą określić przepływy pieniężne 
w sposób właściwy dla opcji waniliowych). Po drugie, zajmujący długą lub krótką pozy-
cję w opcjach potęgowych mają szansę podwyższenia lub obniżenia dźwigni finansowej, 
a w konsekwencji, zwiększenia możliwych zysków lub zmniejszenia potencjalnych strat 
wynikających z transakcji na rozpatrywanym segmencie rynku finansowego. 

Dużą elastyczność opcji potęgowych należy uznać za główną przyczynę zwiększonego 
zainteresowania wyceną tego typu instrumentów przez podmioty zarówno indywidualne, 
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jak i instytucjonalne (Macovschi, Quittard-Pinon, 2006). Zjawisku temu towarzyszy ten-
dencja do tworzenia nowych, jeszcze bardziej egzotycznych opcji, w tym w szczególności:

–– arytmetycznych azjatyckich opcji potęgowych (Schröder, 2013),
–– geometrycznych azjatyckich opcji potęgowych (Prakasa Rao, 2016),
–– barierowych opcji potęgowych (Cahyani, Sumarti, 2015), 
–– opcji potęgowych symetrycznych, jak i niesymetrycznych (Zhang, 1998, s. 597–603). 

Na osobną uwagę zasługuje to, że metodologia wyceny opcji potęgowych opracowywa-
na jest przy założeniach właściwych zarówno modelowi F. Blacka i M. Scholesa (1973), jak 
również alternatywnym podejściom uwzględniającym zjawiska odzwierciedlające rzeczy-
wiste zachowanie cen aktywów na rynkach finansowych, w tym m.in.:

–– występowanie skoków cenowych będących konsekwencją pojawiania się nowych in-
formacji, czy też występowania zdarzeń o charakterze katastroficznym (Pan, 2002; 
Chernov i in., 2002; Eraker, 2004),

–– braku normalności rozkładów logarytmicznych stóp zwrotu, nadmiernej kurtozy oraz 
istnienia zjawiska „grubych ogonów” w rozkładach stóp zwrotu (Cont, 2001),

–– fraktalnego charakteru zmian cenowych na rynkach stóp procentowych oraz aktywów 
o charakterze udziałowym (Peters, 1989).

Rozpoznanie powyższych nieprawidłowości skutkowało koniecznością opracowania 
alternatywnych modeli wyceny opcji, w tym również opcji potęgowych. Zaliczyć do nich 
należy w szczególności modele uwzględniające skoki cenowe aktywów bazowych (Xiao 
i in., 2010) oraz modele stochastycznej zmienności (Heston, 1993).

Głównym celem przedkładanego artykułu jest porównanie dwóch sposobów wyceny 
asymetrycznych opcji potęgowych typu europejskiego z nową koncepcją o charakterze au-
torskim bazującą na transformacie Fouriera. 

W ramach podejmowanej problematyki najpierw prezentowane jest podejście F. Blac-
ka i M. Scholesa (wyprowadzane przy wykorzystaniu metody martyngałowej) do wyceny 
będących przedmiotem zainteresowania kontraktów. Następnie, omawiany rodzaj pochod-
nych instrumentów finansowych wyceniany jest przy pomocy dwóch modeli bazujących na 
transformacie Fouriera (w tym jednego autorskiego). Ostatecznie, analizie poddawana jest 
dokładność i szybkość obliczeniowa każdego z podejść oraz wyciągane są wnioski na temat 
możliwości wykorzystania uwzględnionych koncepcji w praktyce.

1.	 Podejście F. Blacka i M. Scholesa do wyceny opcji potęgowych 

W literaturze przedmiotu (Zhang, 1998, s. 597–603) wyróżnia się dwa rodzaje opcji potę-
gowych – asymetryczne i symetryczne. W przypadku pierwszego rodzaju instrumentów 
finansowych bazujących na prawach pochodnych ceny aktywa bazowego w momencie wy-
gaśnięcia kontraktu, jak i rozliczenia, są podnoszone do pewnej potęgi. W konsekwencji 
funkcja wypłaty w przypadku tego typu kontraktów (dla opcji kupna) jest obliczana jako 
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wartość oczekiwana różnicy pomiędzy obiema wielkościami zdyskontowana na moment 
obecny względem pewnej miary martyngałowej. Przedstawia to wzór (1).

	 ( ) ( )( )0 0,0 ,0rT n n
TC S e E S K

+−= −  	 (1)

gdzie: S0 i ST to wartości rynkowe aktywa bazowego odpowiednio w momentach wysta-
wienia oraz wygaśnięcia opcji,  jest stopą procentową, która nie jest zależna od czasu 
pozostającego do wygaśnięcia kontraktu, e-rT to czynnik dyskontujący strumień płatności 
na moment wystawienia opcji, E  jest operatorem wartości oczekiwanej względnej miary 
martyngałowej  , n to dowolna skończona potęga, zaś 0  jest filtracją, czyli historią ce-
nową aktywa bazowego do momentu przeprowadzenia wyceny. 

Stosując te same oznaczenia jak poprzednio łatwo można zdefiniować funkcję wypłaty 
drugiego rodzaju opcji potęgowych, czyli opcji symetrycznych. W tym przypadku wyko-
rzystywana jest następująca formuła:

	 ( ) ( )( )0 0,0 ,0nrT
TC S e E S K

+
−  = − 

 
  	 (2)

Ograniczając dalszą analizę wyłącznie do asymetrycznych kontraktów bazujących na 
prawach pochodnych można stwierdzić, że:

	 ( ) { }( ) { }( )0 ,0 1 1
T T

rT n rT n
T S K S KC S E e S e K E− −

> >= −  	 (3)

Wykorzystując pochodną Radona-Nikodyma do zamiany miar martyngałowych dla od-
jemnej z równania (3) (Dufrense i in., 1996) oraz stosując lemat Itô dla funkcji opisującej 
cenę aktywa bazowego podniesioną do potęgi n niemalże od razu można stwierdzić, że cena 
teoretyczna asymetrycznych opcji potęgowych powinna być obliczana zgodnie ze wzorem 
(4) (metoda oznaczana dalej jako BS):

	 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 211

2
0 0 1 2,0

n rT n n Tn n rTC S S e d K e d
− + − σ −= −  	 (4)

gdzie: (.)  jest dystrybuantą wystandaryzowanego rozkładu normalnego z parametrami 
d1 i d2 opisanymi za pomocą następujących wzorów:
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Wykorzystując formuły (4–6) łatwo można wyznaczyć funkcje wypłat asymetrycz-
nych opcji potęgowych typu europejskiego w relacji do funkcji wypłat europejskich opcji 
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waniliowych. Poszczególne funkcje wyceny asymetrycznych opcji potęgowych, przy cenie 
aktywa bazowego zmieniającej się od 60 do 140, odchyleniu standardowym rentowności 
waloru, na który opiewa opcja wynoszącym 20%, stopie zwrotu wolnej od ryzyka na pozio-
mie 3%, poziomie rozliczenia równym 100 oraz różnych zarówno okresach pozostających 
do wykupu, jak i wartościach n, przedstawiają rysunki 1 i 2.
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Rysunek 1. Funkcje wypłaty asymetrycznej opcji potęgowej przy T = 0,5 dla różnych wartości n.

Źródło: opracowanie własne.
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Rysunek 2. Funkcje wypłaty asymetrycznej opcji potęgowej przy T = 0,02 dla różnych warto-
ści n.

Źródło: opracowanie własne.

Na ich podstawie można sformułować kilka prawidłowości dotyczących asymetrycz-
nych opcji potęgowych, np.:

a)	 funkcja wypłaty opcji waniliowej jest szczególnym przypadkiem funkcji wypłaty 
asymetrycznej opcji potęgowej;

b)	 im wyższa potęga w analizowanym rodzaju kontraktów opcyjnych, tym wyższa jest 
strata lub większy jest zysk na skutek niekorzystnej/korzystnej zmiany ceny rynko-
wej aktywa bazowego;
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c)	 wraz ze wzrostem n rośnie poziom dźwigni finansowej, co oznacza możliwość osią-
gnięcia ponadprzeciętnie wysokich stóp zwrotu (np. przez kupującego opcję kupna) 
lub niskich stóp zwrotu (np. przez sprzedającego opcję sprzedaży) na skutek odpo-
wiednio wzrostu lub spadku poziomu notowań aktywów bazowych. 

2.	  Wycena opcji potęgowych przy wykorzystaniu transformaty Fouriera 

Jedną z alternatywnych metod wyceny asymetrycznych opcji potęgowych typu europej-
skiego jest metoda G. Bakshi i D. Madana (2000) (dalej oznaczana jako FT-BM). Procedura 
wykorzystana przez nich do wyceny analizowanych kontraktów opcyjnych ma charakter 
wieloetapowy. 

Na początku, ceny rynkowe aktywa bazowego oraz rozliczenia przekształcane są do 
wartości logarytmicznych, tj. logST = sT oraz logK = k. W konsekwencji, otrzymywana jest 
funkcja wypłaty, którą można zapisać w następujący sposób:

	 ( ) ( ) ( )0 0,0 TnsrT nk
T T

k

C S e e e s ds
∞

−= −∫   	 (7)

gdzie: ( )0Ts   jest funkcją gęstości prawdopodobieństwa zmiennej sT przy filtracji 0 . 
Warto zwrócić uwagę, że ( )0Ts   wyznaczana jest dla ścieżki cenowej aktywa bazowe-
go, którego wartość rynkowa podniesiona jest do potęgi n. 

W następnym etapie podejmowanych działań całka z równania (7) rozbijana jest na dwie 
części, tj.:

	 ( ) ( ) ( )0 0 0 1 2,0 TnsrT rT nk
T T T T

k k

C S e e s ds e e s ds I I
∞ ∞

− −= − = −∫ ∫    	 (8)

Dla każdej z nich, tj. zarówno dla I1 i I2, w formule (8) obliczana jest transformata Fouriera, 
tj.:
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	  (9)

Kluczowym elementem dalszej analizy jest spostrzeżenie stanowiące, iż 

( )0
Tns

T Te s ds
∞

−∞
∫    może być traktowana jak funkcja charakterystyczna wyznaczana dla 

zmiennej sT przy inξ = − , tj. ( )inφ − . Jednocześnie, całka ta może opisywać wartość ocze-

kiwaną zmiennej n
TS , tj. ( )n

TE S , która wyrażona jest następującym wzorem:
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	 ( )
2 2 21 1

2 2
0

rnT n T n Tn n
TE S S e

− σ + σ
= 	 (10)

W wyniku podjętych działań formułę (9) można przekształcić do następującej postaci:

	 ( )
( ) ( )

( )
1

rT n
T

T

e E S in
FT

i in

− φ ξ −
ξ =

ξφ −
	 (11)

Zbliżona procedura transformacji przeprowadzana jest w stosunku do I2. Pozwala to 
określić ( )2

TFT ξ  jako:

	 ( ) ( )2 n rT
TFT K e

i
− φ ξ

ξ =
ξ

	 (12)

Ostatecznie, obliczane są odwrotne transformaty Fouriera, co pozwala określić wartość 
modelową asymetrycznych opcji potęgowych typu europejskiego w modelu G. Bakshi i D. 
Madana przy zachowaniu prawdziwości założeń F. Blacka i M. Scholesa, tj.: 

	

( ) ( ) ( )
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2 211 ( )
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0 0
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0

1 1,0
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i k
n rT n n Tn

i k
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  φ ξ −
= + ξ   π ξφ −   

  φ ξ
− + ξ   π ξ   

∫

∫

R

R

	 (13)

Łatwo zauważyć, iż wzór (13) można w prosty sposób zmodyfikować tak, aby pozbyć 
się zasadniczych jego wad, tj. konieczności obliczania dwóch transformat Fouriera i ich nu-
merycznego odwracania. Stosując tę samą procedurę w odniesieniu do I1 oraz modyfikując 
sposób postępowania w przypadku I2 można znacząco usprawnić wyznaczanie wartości 
teoretycznych asymetrycznych opcji potęgowych typu europejskiego.

W ramach autorskiego podejścia (dalej oznaczanego jako FT-New), przy wyznaczaniu 
transformaty Fouriera dla I2 zmienna opisująca logarytm naturalny ceny rozliczenia K włą-
czana jest do funkcji podcałkowej. Bezpośrednią tego konsekwencją jest przekształcenie 
formuły (12) do następującej postaci:

	 ( ) ( )2 rT
T

in
FT e

i n
− φ ξ −

ξ =
ξ +

	 (14)

Ostatecznie, powielając procedurę obliczania odwrotnych transformat Fouriera można 
stwierdzić, że istnieje alternatywny sposób obliczania wartości modelowych asymetrycz-
nych opcji potęgowych typu europejskiego. Do tego celu wykorzystywany jest wzór (15): 

	 ( ) ( ) ( )2 211 ( )
2

0 0 2
0

1,0
2

i krTn rT n n Tn e in neC S S e d
i n

− ξ∞−− + − σ  φ ξ −
= + ξ 

π ξ − ξ  
∫R 	 (15)
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Analizując formułę (15) łatwo zauważyć, iż do wyznaczenia cen asymetrycznych opcji 
potęgowych potrzebna jest znajomość tylko jednej funkcji charakterystycznej zmiennej sT. 
Oznacza to jednocześnie potrzebę tylko jednokrotnego numerycznego obliczenia odwrot-
nej transformaty Fouriera. Właściwość taka wpływa na usprawnienie procesu wyznaczania 
wartości teoretycznych analizowanych instrumentów finansowych i powoduje, że FT-New 
należy uznać za lepszą metodę określania cen modelowych asymetrycznych opcji potęgo-
wych, niż FT-BM. Tak sformułowany wniosek znajduje potwierdzenie zarówno w dokład-
ności, jak i szybkości obliczeniowej nowo opracowanego podejścia. 

3.	 Dokładność i szybkość obliczeniowa wyceny asymetrycznych opcji 
potęgowych 

W celu dokładniejszego przeanalizowania dokładności i szybkości obliczeniowej wyce-
ny asymetrycznych opcji potęgowych warto najpierw prześledzić przebieg funkcji wypłat 
otrzymywanych każdą z uwzględnionych metod w relacji do cen modelowych generowa-
nych w ramach podejścia BS, a następnie wyznaczyć czas potrzebny do przeprowadzenia 
procesu wyceny.

Na podstawie rysunków 3 i 4 można wywnioskować, że formuły (4), (13) i (15) generują 
zbliżone wartości opcji w przypadku asymetrycznych kontraktów potęgowych opartych 
na prawach pochodnych. Ewentualne rozbieżności w wycenie rozpatrywanych kontraktów 
są niewielkie i wynikają z tego, iż w przypadku dwóch ostatnich metod wyceny występuje 
konieczność numerycznego odwrócenia transformat Fouriera. Powstające na skutek tego 
odchylenia nie są na tyle znaczące, aby mogły być źródłem poglądu o istnieniu różnic znie-
kształcających wycenę asymetrycznych opcji potęgowych. 
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Rysunek 3. Funkcje wypłaty asymetrycznej opcji potęgowej wycenionej metodami BS i FT-BM 
dla n = 1,2

Źródło: opracowanie własne.
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Rysunek 4. Funkcje wypłaty asymetrycznej opcji potęgowej wycenionej metodami BS i FT-New 
n = 1,2

Źródło: opracowanie własne.

W celu potwierdzenia zgodności generowanych wartości teoretycznych przez podejścia 
BS, FT-BM i FT-New wyznaczany jest przebieg funkcji wypłat obu metod opartych na 
transformacie Fouriera w relacji do metody BS. W obu przypadkach przyjmowane są jed-
nakowe dane wejściowe do obliczeń, tzn. ceny asymetrycznych opcji potęgowych w obu 
przypadkach obliczane są przy założeniu, że poziom rozliczenia wynosi 100, zmienność 
kursów aktywów bazowych równa się 20%, stopa zwrotu wolna od ryzyka przyjmuje war-
tość 3% zaś n równa się 1,2.

Znajomość formuł na wycenę asymetrycznych opcji potęgowych pozwala również doko-
nać pomiaru szybkości generowania wartości teoretycznych kontraktów w ramach każde-
go z uwzględnionych podejść. Zakładając jednakowe dane wejściowe (tak, jak w części 3), 
stosunkowo łatwo można opracować kody pozwalające określić czas, jaki jest potrzebny 
do wyznaczenia wartości teoretycznych analizowanych kontraktów. Dokonanie stosownych 
obliczeń w pakiecie Mathematica 8.0 uruchamianym na komputerze z procesorem Intel i5-
-4210U CPU @ 1,70 GHz posiadającym pamięć RAM równą 6 GB pozwala wygenerować 
wyniki zgodne z tymi, które przedstawia tabela 1. Ważnym elementem podejmowanych 
działań jest każdorazowe kasowanie pamięci podręcznej cache w celu wymuszenia prze-
twarzania pliku na nowo przez komputer dla każdego z uwzględnionych okresów pozosta-
jących do wykupu.

Tabela 1

Szybkość generowania cen teoretycznych asymetrycznych opcji potęgowych w sekundach 

OTM (ST = 90) ATM (ST = 100) ITM (ST = 110)

BS 0 0 0
FT-BM 0,078 0,047 0,047
FT-New 0,032 0,031 0,031

Źródło: opracowanie własne.
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Na podstawie wyników zawartych w tabeli 1 można jednoznacznie stwierdzić, iż me-
toda BS pozwala najszybciej wygenerować wyniki końcowe niezależnie od tego, czy opcje 
są out-of-the-money (OTM), at-the-money (ATM), czy in-the-money (ITM). Wynika to 
z tego, że BS, jako jedyne z analizowanych podejść, ma charakter analityczny. Następną 
pod względem szybkości obliczeniowej jest metoda FT-New, zaś za najwolniejszą należy 
uznać koncepcję FT-BM. Wydaje się to być zgodne z oczekiwaniami. Łatwo jest bowiem 
zauważyć, że w przypadku FT-BM, opisanej formułą (13), pojawia się konieczność wyzna-
czenia trzech funkcji charakterystycznych zmiennej sT (w rzeczywistości liczbę tę można 
ograniczyć do dwóch) oraz dwukrotnego obliczenia odwrotnej transformaty Fouriera. Ina-
czej sytuacja przedstawia się w przypadku koncepcji FT-New opisanej wzorem (15), w któ-
rej wycena asymetrycznych opcji potęgowych wiąże się z koniecznością określenia jednej 
funkcji charakterystycznej i jednorazowego obliczenia odwrotnej transformaty Fouriera. 
Nie bez znaczenia jest również to, iż w mianowniku równania (15) ξ  podniesiona jest do 
kwadratu. Poprawia to zbieżność podejścia FT-New do metody BS oraz wpływa na zwięk-
szenie szybkości obliczeniowej w stosunku do koncepcji FT-BM.

Uwagi końcowe

Asymetryczne opcje potęgowe można wycenić wieloma metodami. Poza podejściami, które 
należy uznać za tradycyjne, tj. podejścia martyngałowe i bazujące na rozwiązaniu równania 
różniczkowego cząstkowego drugiego rzędu, na szczególną uwagę zasługują sposoby wy-
ceny przedmiotowych kontraktów bazujące na transformacie Fouriera. 

Spośród dwóch uwzględnionych koncepcji tego typu, które pozwalają określić wartość 
teoretyczną asymetrycznych opcji potęgowych, lepszą okazuje się być metoda FT-New. Do-
wodzi tego z jednej strony zbliżona do FT-BM zbieżność autorskiej koncepcji do modelu 
BS, z drugiej zaś większa szybkość obliczeniowa nowo opracowanego sposobu wyznacza-
nia wartości teoretycznych rozpatrywanych instrumentów pochodnych. 

Warto zauważyć, iż prezentowana koncepcja ma charakter uniwersalny. Oznacza to, że 
może być ona stosowana do innych modeli wyceny opcji, w tym modeli skokowo-dyfuzyj-
nych (Kou, 2002), czysto skokowych (Madan et al., 1998) oraz stochastycznej zmienności 
(Heston, 1993). Ponadto, po uwzględnieniu funkcji wypłat właściwych poszczególnym kon-
traktom bazującym na prawach pochodnych, formułę (15) można zastosować do wyceny 
praktycznie każdej opcji.
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PRICING ASYMMETRIC POWER OPTIONS – NEW METHOD BASED ON THE FOURIER 
TRANSFORM

Abstract: The purpose of this article is to compare three ways of evaluating asymmetric power options in the 
Black-Scholes framework: martingale approach and two concepts based on the Fourier transform (including 
one derived by the author of the article). The methodology of the conducted research is based on comparing 
computational efficiency of every approach to pricing asymmetric power options. As a part of the subject 
matter, speed and accuracy of three methods of pricing options is analyzed. Based on the obtained results, it 
can be concluded that both Fourier-based approaches generate theoretical prices of the options slower than 
in the martingale method. Moreover, Fourier-based methods are error-prone. In spite of this, they can not 
be considered to be unequivocally worse than the martingale approach, as they offer possibility of pricing 
options, including asymmetric power options, in models that best reflect the real market conditions, i.e, the 
stochastic volatility models. The greatest value of the submitted paper is a possibility of applying the author’s 
method of pricing asymmetric power options and analysis of its speed and computational accuracy.

Keywords: asymmetric power options, Fourier transform, Black-Scholes model
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